Pripremni materijal za polaganje usmenog dijela ispita iz matematike:

1) APSOLUTNA VRIJEDNOST

Apsolutnu vrijednost ili modul broja X koju označavamo sa (X( definišemo na slijedeći način:

               X  za  X>0

(X(=     0   za  X=0                ----------------------------

              -X  za  X<0

Geometrijski gledajući, apsolutna veličina realnog broja X je mjerni broj duži čije su krajnje tačke 0 i tačka X ili –X.

Osnovna svojstva funkcije (X( su u teoremama:

1.(X(≥X       

  Dokaz za 1.: Ako je x≥0, tada                 

2.(X(= 0  ( X=O              je (X(=X, pa va`i 1. Ako je

3.(-X(=(X(                       X<0, tada je –X>0>X

4. -(X(≤ X ≤(X(             Dokaz za 3. Kako je X2=(-X)2, 

5.(X+Y(≤(X(+(Y(         to je (X(2=X2; (X(= X2; 
6.(X+Y(≥((X(-(Y((    odakle je(-X(= (-X)2=X2=(X( 

7.(X-Y(≤(X(+(Y(         Dokaz za 9.: (X*Y(=

8.(X-Y(≥((X(-(Y((
9.(X*Y(=(X(*(Y(
10. (X/Y(=(X(/(Y(
 2. OKOLINA TAčKE:

Neka na brojnoj pravoj fiksnoj tački A odgovara realan broj a. Svaki otvoreni interval (a-(,a+() zovemo epsilon okolina tačke A, tj. (-okolina realnog broja a, gdje je ( proizvoljan pozitivan broj. Tačka A odnosno broj a je u sredini tog intervala i nazivamo je centrom okoline, a broj ( radijusom okoline , dok je broj 2( dijametar okoline.

------------------------------

Okolina take se može definirati i ovako: Okolina tačke a(R je svaki otvoreni interval ((,() koji sadrži tačku a, tj. za koji važi (<a<(.

3. VEKTORSKI PROSTOR:

Vektorskim prostorom nad poljem K={(,(,(…} nazivamo skup E={x,y,z…} u kojem su definirane:

1. unutarnja binarna operacija (zbir):

1) X+Y=Y+X

2) X+(Y+Z)=(X+Y)+Z

3) X+0=X

4) X+(-X)=0

2. spoljašnja binarna operacija (proizvod):

5) ((X+Y)=(X+(Y

6) ((+()X=(X+(Y

7) ((()X=(((X)

8) 1*X=X

Elemente vektorskog prostora nazivamo vektorima, a elemente polja K skalarima. Ako je K=Rm tada E nazivamo realnim vektorskim prostorom, a ako je K=C, tada je E kompleksan vektorski prostor. 

Vektori skupa su linearno zavisni ako postoje skalari:

(1X1+(2X2+…+(nXn=0.

Vektori skupa su linearno nezavisni kada je (1=(2=…=0

Skup B linearno nezavisnih vektora prostora (E,K) takvog da je L(B)=E nazivamo algebarskom bazom prostora E.

Ako je skup konačan, tada kažemo da je vektorski prostor konačno dimenzionalan. Broj vektora baze nazivamo dimenzijom prostora. Ukoliko je baza beskonačan skup, onda kažemo da je vektorski prostor beskonačno dimenzionalni  prostor i pišemo dimE=+(.

4. MATRICE:

        a11   a12 … a1n      Kvadratnu šemu od nXn elemenata

A=   a21     a22 … a2n       nazivamo kvadratnom matricom tipa

        …………….     nXn ili kvadratnom matricom reda n.

        an1     an2 … ann   
-Brojeve aij (i, j = 1,2,3,…,n) nazivamo elementima kvadratne matrice A. Matricu A kraće označavamo kao

A=((Aij((nXn ili A=[aij]nn. Elementi u horizontalnom poretku ai1,ai2,…,ain(i=1,2,3,…m) obrazuju vrste ili redove matrice, a elementi u vertikalnom poretku (j=1,2,3,…n) obrazuju kolone ili stupce matrice. 

Prvi indeks “i” elementa aij je redni broj vrste, a drugi indeks “j” je redni broj kolone u kojoj se taj element nalazi.

Tj. element aij se nalazi na presjeku i-te vrste i j-te kolone. 

-Matricu tipa 1Xn (a1,a2,…,an) nazivamo matrica-vrsta, a matricu tipa mX1 nazivamo matrica-kolona.

-Matricu tipa nXn u kojoj je broj vrsta jednak broju kolona nazivamo kvadratnom matricom. 

-Kvadratnu matricu, kojoj su svi elementi ispod(iznad) glavne dijagonale nazivamo gornjom desnom (donjom lijevom) trouglastom matricom:


Tg=                                    Td=

-Matricu čiji su svi elementi jednaki 0 nazivamo nulama.

JEDNAKOST MATRICA:   

Matrice A=((aij((mXn  i B=((bij((pXq, čiji elementi pripadaju istom polju K, jednake su ako i samo ako su istog tipa i ako imaju jednake odgovarajuće elemente. Tj. A=B ako i samo ako je m=p, n=q, aij=bij (i=1,2,…,m; j=1,2,…n).

ZA JEDNAKOST VAŽI  RELACIJA EKVIVALENCIJE.

1) A=A

2) (A=B) => (B=A)

3) (A=B, B=C) => (A=C)
OPERACIJE S MATRICAMA:

Zbir matrica istog tipa A=((aij((mXn i B=((bij((mXn

jeste matrica C=((cij((mXn čiji su elementi zbir odgovarajućih elemenata matrica A i B.

-Operacija sabiranja matrica tipa mXn sa elementima istog polja K ima slijedeća svojstva:

1. A+B=B+A

2. A+(B+C)=(A+B)+C

3. o+A=A

-Proizvod matrica A=((a ik((mXp i B=((b kj((pXn jeste matrica C=((c ij((mXn u kojoj element c ij odre|en jednako{}u: c ij = a i1b1j + ai2b2j+…+aipbpj = ( aikbkj. 

Elemente cij dobijamo na taj način {to elemente i-te vrste matrice A pomnožimo odgovarajućim elementima j-te kolone matrice B i tako dobijene priozvode saberemo. 

-Saglasne su one matrice kod kojih je broj kolona A matrice jednak broju vrsta B matrice.

-Operacija množenja matrica ima slijedeća svojstva:

1. (AB)C=A(BC)     asocijativnost

2. C(A+B)=CA+CB  distributivnost slijeva

3. (A+B)C=AC+BC  distributivnost zdesna

4. ((AB)=((A)B=A((B)  množenje proizvoda skalarom

5. A*0=0*A=0    množenje nula-matricom.

JEDINIčNA MATRICA:

-je ona koja na glavnoj dijagonali ima ima jedinice, a sve ostalo su nule. 

               1   0   0…0

               0   1   0…0

E(I)=      0   0   1…0            

               0   0   0…1

TRANSPONOVANA MATRICA: Ako je data matrica A tipa mXn i ako u njoj korespondiraju}e kolone i vrste izmijene mjesta onda se vrši transpozicija matrice A tipa mXn u matricu A’ tipa nXm.

Osobine: 1) (AT)T= A;   2) (aA+bB)T=aAT+bBT

                3) (AB)T=BTAT ;  4) (BA)T=ATBT

5. DETERMINANTE:

-Determinanta je polinom od n! članova. Determinantu reda n obilježavamo:



  a11    a12 … a1n

detA=((aij)(nn=    a21    a22 … a2n    = D
     

  …………………

                               an1    an2 … ann
Brojeve aij (i,j=1,2,…,n) rasporeÐene u n-vrsta i n-kolona nazivamo elementima determinante matrice A.  

-Elementi a11, a22, …ann obrazuju glavnu dijagonalu,

 a elementi a1n, a 2n-1, …,a n-1 sporednu dijagonalu determinante D.

-Determinantu drugog reda izračunavamo kada od proizvoda elemenata glavne dijagonale oduzmemo proizvode elemenata sporedne dijagonale. (stavi primjer)

OSOBINE DETERMINANTE:

1. Transponovanjem se ne mijenja vrijednost determinante:

    detA = detAT
2. Vrijednost determinante je O ako su neke 2 vrste ili kolone determinante proporcionalne (jednake):

a1    a2    a3

ka1  ka2  ka3   =  O

b1    b2    b3

3. Determinanta se množi brojem tako da se svaki element jedne i samo jedne vrste (kolone) pomnoži tim brojem:

         a1    a2    a3         ka1    ka2    ka3

k *    b1    b2    b3   =    b1     b2      b3

         c1    c2    c3          c1      c2      c3

4. Vrijednost determinante u kojoj su svi elementi jedne vrste (kolone) jednaki nuli je O.

O    O    O

a      b     c    =  O

d      e     f

5. Ako dvije vrste (kolone) determinante meÐusobno zamijene mjesta, tada determinanta mijenja znak, a njena apsolutna vrijednost ostaje ista.

a11    a12    a13              a21    a22    a23

a21    a22    a23    =   -   a11    a12    a13

a31    a32    a33              a31    a32    a33

6. Vrijednost determinante se ne mijenja ako sve elemente bilo koje vrste (kolone) pomnožimo realnim brojem i dodamo ih odgovaraju}im elementima neke druge vrste (kolone):

a1    a2    a3               a1            a2             a3

b1    b2    b3    =    b1+ka1    b2+ka2    b3+ka3

c1    c2    c3               c1            c2             c3

7. Determinantu možemo prikazati kao zbir 2 determinante ukoliko svaki element u pojedinoj vrsti (koloni) možemo pisati kao zbir neka 2 elementa:

a1    a2+m    a3          a1    m    a3           a1    a2    a3

b1    b2+n     b3    =   b1    n    b3     +    b1    b2    b3

c1    c2+p     c3          c1    p     c3           c1    c2    c3

-Kada izostavimo i-tu vrstu i j-tu kolonu tada dobijemo determinantu (n-1) reda koju nazivamo minorom ili subdeterminantom (Mij).

Aij = (-1)i+j. Mij         Kofaktor je nekad jednak minoru
         k o f a k t o r       a nekad nije.

A11 = (-1)1+1. M11 = M11  ->Kofaktor = Minoru

A23 = (-1)2+3. M23 = -M23 -> Kofaktor je suprotnog predznaka u odnosu na minor (zbir indexa je neparan br.)

VRIJEDNOST DETERMINANTE:

U opštem slučaju vrijednost determinante izračunavamo metodom razvijanja po elementima bilo koje vrste ili kolone. Ovaj razvoj se naziva Laplasov razvoj:

        a11   a12   a13              a22   a23           a12   a13

D=   a21   a22   a23  =  a11  a32   a33  -a21  a32   a33 +

        a31   a32   a33                a12   a13

                                    +a31   a22   a23   = a11(a22a33-  a23a32) -a21(a12a33-a13a32)+a31(a12a23-a13a22)                                                                    

-Vrijednost determinante trećeg reda možemo izračunati i Sarusovim pravilom. Sarusovo pravilo sastoji se u tome da se dopišu prva i druga kolona determinante, a onda se obrazuju proizvodi elemenata koji leže na dijagonalama.

Proizvodi elemenata dijagonala paralelnih sa glavnom dijagonalom biće pozitivno označeni, a proizvodi elemenata dijagonala paralelnih sa sporednom dijagonalom bi}e negativno označeni. Algebarski zbir svih proizvoda imaće vrijednost determinante trećeg reda.

a11   a12   a13   a11   a12

a21   a22   a23   a21   a22

a31   a31   a33   a31   a32

6. RECIPROčNE MATRICE:

Za matricu A kažemo da je invertibilna ako postoji matrica X takva da je A(X=X(A=E, gdje je E jedinižna matrica. Matricu X nazivamo reciprožnom matricom matrice A. Oznažavamo je sa A-1 pa je A(A-1=A-1(A=E.

-A je regularna matrica ukoliko je detA(O.

-Ako je detA=O za matricu A kažemo da je singularna.

-Ako se algebarski komplement elementa aij kvadratne matrice nXn obilježi kao Aij, tada matricu:

            A11    A21 … An1

A*=     A12    A22 … An2            nazivamo adjungovanom

           …………………….        matricom matrice A.

            A1n     A2n … Ann     

DOBIVANJE   A*:

1( Matrica se transponira i onda se elementi zamijene kofaktorima 

2( Prvo elemente zamijenimo kofaktorima i onda transponiramo. Matrica A=(aij)nXn ima inverznu matricu A-1

ako i samo ako je A regularna matrica i pri tome je A-1 = =A*/detA.

7. RANG MATRICE:

Matrica A ima rang A=r ako ima bar jedan regularan minor reda r, a svi minori reda r+1 i višeg su singularni. Rang nula-matrice je O. 

Bilo koji minor Mr(O matrice A nazivamo baznim. Vrste i kolone matrice A, u čijim se presjecima nalaze elementi baznog minora Mr nazivamo baznim vrstama i baznim kolonama matrice A. Ostale vrste i kolone matrice A zovemo vanbaznim vrstama odnosno vanbaznim kolonama.

TEOREMA O BAZNOM MINORU: Bazne vrste (kolone) matrice su linearno nezavisne. Vanbazne vrste (kolone) matrice su linearna kombinacija baznih vrsta (kolona).

TEOREMA O RANGU MATICE:

Broj linearno nezavisnih vrsta bilo koje konačne matrice jednak je broju linearno nezavisnih kolona te matrice. Taj broj nazivamo rang matrice.

-OdreÐivanje ranga matrice prema definiciji je neracionalan postupak jer sam po sebi pretpostavlja izračunavanje vrijednosti velikog broja minora matrice. Postoji efikasniji način za nalaženje ranga koji se zasniva na pojmu elementa-

rnih transformacija matrice. Elementarne transformacije su:

1. meÐusobna zamjena mjesta dviju vrsta (kolona) matrice

2. množenje bilo koje vrste (kolone) nekim brojem

3. dodavanje elementima jedne vrste (kolone) odgovarajućih elemenata neke druge vrste (kolone) prethodno pomnoženih proizvoljnim brojem.

-Matrice koje se mogu transformirati jedna u drugu primjenom konačnog broja elelentarnih transf. nazivamo ekvivalentnim matricama A~B => (rangA=rangB).

-Svaku matricu moguće je putem elementarnih transformacija na bazi ekvivalencije svesti na najprostiji oblik kao {to su: oblici dijagonalne matrice, skalarne matrice, jedinične ili još trouglaste (trapezne) matrice. Za odreÐivanje ranga matrice najekonomičniji je trouglasti (trapezni) oblik matrice.

-Rang matrice trapeznog oblika jednak je broju vrsta martice koje su različite od nula vrste. Rang matrice trapeznog oblika jednak je broju elemenata glavne dijagonale  koji su (O. Rang trouglaste matrice u kojoj su svi elementi na glavnoj dijagonali (O jednak je broju tih elemenata.

8. SISTEM LINEARNIH JEDNAčINA:

Sistem od m linearnih algebarskih jednačina sa n nepoznatih 

X1, X2, …,Xn nazivamo skup jednačina oblika:

a11X1 + a12X2 +…+ a1nXn = b1         Brojeve aik nazivamo 

a21X1 + a22X2 +…+ a2nXn = b2        koeficijentima uz nepoznatu ……………………………………    dok je bi slobodni član.

ai1X1 + a12X2 +… + ainXn = bi         Prvi indeks “i” u aik je redni

……………………………………   broj jednačine, a drugi je 

am1X1 + am2X2 + …+ amnXn = bm    redni broj nepoznanice.

Navedeni sistem je tipa mXn. Ako je m=n, onda je to kvadratni sistem, a ako m(n onda je to pravougaoni sistem.

-Sistem je homogen ako je b1=b2=…=bn=0. Ako je bar jedan od slobodnih članova bi različit od nule, taj sistem je nehomogeni sistem linearnih jedna~ina. 

Rješenje sistema: Treba riješiti sistem tako da se odredi vrijednost nepoznatih da jednačine postanu jednakosti. 

-Ako je X1=(1, X2=(2, Xn=(n,

a11(1 + a12(2 +…+ a1n(n = b1        tada skup {(1,(2,…,(n}
a21(1 + a22(2 +…+ a2n(n = b2       je rješenje ovog sistema.

am1(1 + am2(2 +…+amn(n = bm

-Sistem je saglasan ako ima bar 1 rješenje. Ako sistem nema rješenja, onda je protivrječan. Riješiti sistem znaći odrediti sve ureÐene n-torke koje ga zadovoljavaju ili utvrditi da sistem nema rješenja. Elementarne transformacije jednog sistema su:

1) razmjena mjesta i-te i j-te jednačine sistema;

2) množenje i-te jedna~ine nekim brojem k (k(0);

3) sabiranje i-te i j-te jednačine sistema koje se prethodno mogu pomnožiti nekim brojem k (k(0);

-Svaki sistem linearnih jednačina dobijen iz nekog sistema primjenom konačnog broja element. transf. je ekvivalentan tom sistemu, tj. dva sistema su ekvivalentna ako je rješenje jednog sistema ujedno i rješenje drugog sistema. Postoji više metoda za rješavanje sistema: Kramerova, Gausova i matrična metoda.

KRAMEROVA METODA:

Pr.    2X+3Y=1                    2   3               1   3                2   1

        X-2Y = 3             D=   1  -2      Dx=  3  -2      Dy=  1   3

     -----------------------------         Prema Kramerovoj teoremi ako je D(O

tada sistem ima jedinstveno rješenje, tj.

1(    Xk = D(Xk)/D,   k=(1,2,…,n)   =>  ( D(Xk)

2(a) D=O   =>  D(Xk)(0,   sistem je nemoguć     npr. 0(X=5

    b) D=O  =>  D(Xk)=O, (Xk)=(1,2,…,n),  sistem je neodreÐen i  

                         ima beskonačno mnogo rješenje   npr. 0(X=O

-Sistem je saglasan i odreÐen ako je D(O.

MATRIčNA METODA:

Da bismo sistem riješili ovom metodom, moramo ga napisati u obliku matrice, tj. kao matričnu jednačinu pri čemu koeficijenti uz nepoznate čine matricu.

a11X1 + a12X2 +…+ a1nXn = b1

a21X1 + a22X2 +…+ a2nXn =b2

……………………………………

an1X1 + an2X2 +…+ annXn = bn

-Sistem (ovaj) možemo pisati kao A(X=B, tj.

        a11  a12 … a1n                x1              b1

A=   a21  a22 … a2n       X=    x2       B=  b2     pa je X=A-1(B
        ………………..               …              …      

        an1  an2 … ann                xn               bn

GAUSOVA METODA: Osnova Gusove metode ili Gausovog algoritma jesu elementarne transformacije kojima se postepenim eliminiranjem nepoznatih dati sistem transformira u jednostavnije ekvivalentne sisteme trouglastog ili trapeznog oblika.Ova metoda ima veliku primjenu naročito ako je broj jednačina veći od tri.

SAGLASNOST SISTEMA:Sistem je saglasan ako i samo ako je rang sistema (matrice) jednak rangu proširene matrice gdje su još dodati i slobodni članovi.

KRONEKER-KAPELIJEV STAV: Sistem od m jednačina sa n nepoznatih je saglasan ako i samo ako je rangA=rang(A/B), gdje je (A/B) matrica sistema proširena slobodnim članovima.

9.REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE PROMENLJIVE

-Pojam funkcije: UreÐena trojka (X,Y,f) odreÐuje funkciju čiji je domen skup X, kodomen skup Y, a f je pravilo pridruživanja prema kojem svakom elementu iz X odgovara 1 element  iz Y.

-Ako skupovi X i Y su skupovi realnih brojeva, onda je f(x) funkcija realnog argumenta sa realnim vrijednostima. Takvu funkciju zovemo funkcijom jedne realne promjenljive. Skup X se označava sa Df(domen funkcije), pa možemo pisati: f : Df(R.

Sa Rf označavamo skup vrijednosti funkcije f, tj.:

Rf = {y(R|((x(Df)  f(x) = y}.

-Funkcija može biti jednoznačna (ako svakoj vrijednosti argumenta X odgovara jedna vrijednost funkcije f(x)) ili višeznačna (multiuniformna – ako vrijednosti argumenta X odgovara više od jedne vrijednosti funkcije.)

-Funkcija može biti zadata: analitički, tabelarno i grafički.

PODJELA FUNKCIJA: Prema obliku analitičkog izraza funkcije dijelimo na: algebarske i nealgebarske (transcendentne).

-Algebarske funkcije su takve funkcije čiji analitički izraz sadrši  

konačno mnogo aritmetičkih operacija. U algebarske funkcije spadaju: algebarski polinomi, racionalne, iracionalne funkcije (funkcija je iracionalna ako pri izračunavanju njenih vrijednosti iz argumenta X i zadatih konstanti, uz racionalne računske operacije, treba izvesti bar jedno stepenovanje s racionalnih eksponentom koji nije cio broj). Transcendentne funkcije su one čija se vrijednost ne može izračunati pomoću konačno mnogo aritmetičkih operacija sabiranja, oduzimanja, množenja, dijeljenja i stepenovanja racionalnim konstantnim eksponentima (ex, logab, ax, sinx, cosx).

OSNOVNA SVOJSTVA FUNKCIJA: Funkcije mogu biti ograničene, neograničene, parne, neparne, periodične, monotone, itd.

1) y=f(x) je ograničena u skupu A, u kojem je definisana, ali postoji konstanta M>O takva da je: (f(x)((M  za (x(A.

2) y=f(x) je neograničena na skupu A ako za (M>O ( X(A takvo da je (f(x)(>M.

3) y=f(x) je parna ako vrijedi f(x) = f(-x)

4) y=f(x) je neparna ako vrijedi f(x) = -f(x)

5) y=f(x) je periodina ako postoji broj p(O takav da je relacija f(x+p) = f(x) ispunjena za svaku vrijednost argumenta X.

6) interval u kojem funkcija ne mijenja smisao monotonosti je interval monotonosti funkcije.

10. GRANIčNA VRIJEDNOST FUNKCIJE:

-Neka je funkcija y=f(x) definisana u okolini tačke Xo osim možda u samoj tački Xo. Za broj A kažemo da je granična vrijednost funkcije y=f(x) u tački 

Xo ako za svaki niz tačaka {Xn} iz okoline tačke Xo, konvergiranih prema tački Xo, odgovarajući niz vrijednosti funkcije {f(Xn)} konvergira prema broju A, tj. lim f(x) = A.

T1: KOŠIJEVA TEOREMA: Da bi postojala                                          konačna i odreÐena granična vrijednost funkcije

y=f(x) u tački Xo potrebno je i dovoljno da se za 

svako (>0 može naći (=((() takvo da je 

(f(x)-f(x1)(<( za (x(X za koje je O<(x-xo(<(,

O<(x1-xo(<(; tj. za niz Xn kažemo da je Košijev ako se za svako (>O može odrediti broj kojem je apsolutna vrijednost razlike manja od (. 

-Niz je konvergentan ako i samo ako je Košijev niz. 

-Neka je funkcija f(x) definisana u okolini tačke Xo. Ako postoji konačna granična vrijednost  limf(x)=A, onda je funkcija f(x) ograničena u okolini Xo.

-Broj A je lijeva granična vrijednost funkcije kada X(Xo ako za svaki niz Xn, Xn((Xo-(, Xo(, za koji je limXn = Xo, Xn<X, niz vrijednosti funkcije (f(Xn)) konvergira prema A, tj. lim f(x) = A.

-Desna granična vrijednost se definiše sasvim slično lijevoj, a razlika je u tome što je lim f(x) = A.

-Da bi funkcija bila definisana, potrebno je da lijeva granična vrijednost bude jednaka desnoj, tj. lim f(x) = lim f(x) =A.

-Ako je lim f(x)=A i lim g(x)=B, tada vrijedi slijedeće:

1) Granična vrijednost algebarskog zbira (razlike) konačno mnogo funkcija jednaka je algebarskom zbiru (razlici) njihovih graničnih vrijednosti, tj. 

lim (f(x)±g(x)) = A±B

2) Granična vrijednost proizvoda dviju funkcija jednaka je proizvodu njihovih graničnih vrijednosti, tj. lim (f(x)(g(x)) = A(B;

3) Granična vrijednost količnika dviju funkcija jednaka je količniku njihovih graničnih vrijednosti uz pretpostavku da je gran. vrijednost imenitelja ( 0, tj.

lim f(x)/g(x) = lim f(x) / lim g(x) = A/B,  B(O

4) Ako je ( realan broj, tada je lim ((f(x)) =(A

5) Granična vrijednost n-tog korijena funkcije f(x) (n(N), jednaka je n-tom korijenu granične vrijednosti te funkcije lim n(f(x) = n(lim f(x).

11. NEPREKIDNOST FUNKCIJE:

-Neka je funkcija f(x) definisana u okolini tačke Xo i u samoj tački Xo. Ako su gr. vrijednosti funkcije u tački Xo i vrijednost funkcije u toj tački jednake, tj. lim f(x) = f(Xo), tada kažemo da je funkcija f(x) neprekidna u tački Xo ili funkcija je neprekidna ako za (( (((((( (( važi: (X-Xo(<((
(f(x)–f(Xo)(<(;Ako nije ispunjen uslov limf(X)=limf(X)=lim f(X) = f(Xo) tada funkcija ima prekid. Postoje 2 vrste prekida: prekidi 1. i 2. vrste. U prekide 1. vrste spadaju: 

a) prekid sa konačnim skokom  

    (lim f(x) ( lim f(x))

b) otklonjivi prekid

     (lim f(x) = lim f(x) ( f(Xo)

-Za funkciju kažemo da ima prekid 2. vrste u tački Xo ako bar jedna od graničnih vrijednosti lim f(x) ili lim f(x) ne postoji ili je beskonačna. U tom slučaju Xo je tačka prekida 2. vrste.  Ako su funkcije f(x) i g(x) neprekidne, njihov zbir, razlika, količnik, proizvod, takoÐer su neprekidne funkcije. 

-Funkcija je neprekidna u oblastima u kojima je definisana. U svim tačkama gdje nije definisana ona je prekidna 

OSOBINE NEPREKIDNIH FUNKCIJA:

1) Ako je funkcija f(x) neprekidna u tački Xo i ako je f(Xo)>A (f(Xo)<A), tada postoji pozitivan broj (>O takav da je f(x)>A (f(x)<A) za (x((Xo-(( Xo+().

2) Ako je funkcija f(x) neprekidna u zatvorenom intervalu (a,b(, onda je ona ograničena u tom intervalu i na njemu dostiže svoju najveću i najmanju vrijednost (svoju donju i gornju meÐu). Ovo su 2 Vajerštrasove teoreme.

3) Ako je f(x) neprekidna u zatvorenom intervalu (a,b( i ako vrijednosti funkcija f(a) i f(b) imaju različite predznake, onda u intervalu (a,b( mora postojati bar jedna realna nula funkcije f(x).

4)Ako je f(x) neprekidna u intervalu (a,b( i ako je f(a)<f(b), odnosno f(a)>f(b)

onda funkcija f(x) ne može preći sa vrijednosti f(a) na vrijednost f(b) dok X prolazi kroz sve vrijednosti izme(u a i b, a da ne pro(e kroz sve vrijednosti izme(u f(a) i f(b).

5) Ako je f(x) neprekidna u otvorenom ili zatvorenom intervalu, onda u tom intervalu ona prolazi kroz sve vrijednosti koje se nalaze izme(u njene ma koje 2 vrijednosti f(x1) i f(x2) gdje su x1 i x2 ma koje 2 tačke koje pripadaju posmatranom intervalu.

RAVNOMJERNA (UNIFORMNA) NEPREKIDNOST FUNKCIJE:

Za funkciju f(x) definisanu u intervalu I bilo kojeg tipa (otvor. ili zatv.) kažemo da je u tom intervalu ravnomjerno neprekidna ako za (( (( (((((((
takvo da za svake 2 tačke x1, x2(I  koje zadovoljavaju uslov (x1-x2(<( slijedi da je: (f(x1)-f(x2)(((, odnosno: Ako je f(x) neprekidna u zatvorenom intervalu (a,b( onda je ona ravnomjerno neprekidna u tom intervalu.

NEPREKIDNOST SLOžENE FUNKCIJE: Neka je na intervalu (a,b( zadata funkcija Z=((x) sa vrijednostima u intervalu (c,d( i neka je na (c,d( zadata funkcija y=f(Z). Tada, ako je ((x) neprekidna u tački Xo, a f(Z) neprekidna u tački Zo pri čemu je Zo=((Xo), onda je i složena funkcija y=f(((x)) neprekidna u tački Xo, tj. lim f(((x)) = f(((Xo))

NEPREKIDNOST INVERZNE FUNKCIJE: Ako je f(x) neprekidna i monotono rastuća (opadajuća) u bilo kakvom intervalu (a,b) sa vrijednostima u intervalu (c,d) postoji inverzna funkcija x=f-1(y) funkcije f(x) koja je neprekidna i monotono rastuća (opadajuća) u intervalu (c,d).

12. POJAM NIZA I TEOREME O GR. VRIJEDNOSTIMA NIZA:

-Ako svakom prirodnom broju n, na osnovu odre(enog zakona pridružimo po jedan realan broj Xn, tada brojevi X1, X2, X3,…,Xn obrazuju realan niz koji označavamo {Xn} ili <Xn> ili (Xn). Niz je funkcija čiji je argument prirodan broj n. Opšti član niza je Xn=f(n), (n=1,2,3…). Za niz {Xn} kažemo da je beskonačan ako ima beskonačno mnogo članova. Konačan je onaj niz koji ima konačan broj članova. 

-Za niz kažemo da je rastući ako je Xn+1>Xn za (n(N. Neopadajući ili monotono rastući je onaj niz kod kojeg je Xn+1( Xn. Za opadajući vrijedi:

Xn+1<Xn, a monotono opadaju}i: Xn+1( Xn. 

-Niz je ograničen ako ima donju i gornju me(u: m(Xn(M. Gornja granica niza je broj G koji nije manji ni od jednog člana. Donja granica niza je broj g koji nije veći ni od jednog člana. Najmanja gornja granica niza {Xn} je gornja me(a niza -> M (supremum), a najveća donja granica niza je donja me(a niza -> m (infunuum). Ako niz nema jednu ili obje me(e kažemo da je neograničen: -( < Xn <+(, n((. Ako postoji donja me(a, tada je niz ograničen slijeva: m ( Xn <+(, n((. Ako postoji gornja me(a, tada je niz ograničen zdesna: -( < Xn ( M, n((.

GRANIčNA VRIJEDNOST NIZA: Broj Xo nazivamo graničnom vrijednošću niza ako se za (( >0 može odrediti prirodan broj N(() takav da za sve članove Xn čiji je index n>N(() bude (Xn-Xo(<(. 

T1: Konvergentni nizovi imaju jedinstvenu graničnu vrijednost. TAčKA NAGOMILAVANJA: Broj Xo je tačka nagomilavanja beskonačnog brojnog niza ako se u proizvoljnoj okolini tog broja nalazi beskonačno mnogo elemenata niza. Beskonačni niz može imati jednu ili više tačaka nagomilavanja ili biti bez tačaka nagomilavanja. 

T2: Podniz {Xnk} konvergentnog niza {Xn} konvergentan je i ima istu graničnu vrijednost kao i niz {Xn}.

T3: Ako je (a1,b1(((a2,b2((…((an,bn((…niz sužavajućih intervala, onda postoji jedinstvena tačka c koja pripada intervalima:

                                (   (  (…c… (   (  ( 

                                      a1 a2 a3            b3 b2 b1

T4: (Bolcano-Vajerštrasova): Svaki beskonačan i ograničen niz ima bar jednu tačku nagomilavanja.

T5: Svaki konvergentan niz je ograničen.

T6: Svaki monotono rastući (opadajući) niz ograničen odozgo (odozdo) jeste konvergentan

OPERACIJE SA GRANIčNIM VRIJEDNOSTIMA NIZOVA:

Uz osnovnu pretpostavku da su nizovi {Xn} i {Yn} konvergentni,limXn=Xo:

a) lim (c1Xn+c2Yn)=c1Xo+c2Yo, (c1,c2 = const.)    b) lim XnYn = XoYo

c) lim Xn/Yn = Xo/Yo, (za Yn(O, Yo(O)    d) lim (Xn)1/k= (lim Xn)1/k
e) lim (Xn(=(Xo(
KOšIJEV (OPšTI) KRITERIJ KONVERGENCIJE NIZOVA:

Da bi jedan beskonačan niz realnih brojeva konvergirao, potrebno je i dovoljno da bude Košijev. Niz realnih brojeva je Košijev ako za (( >O postoji cio broj N(() takav da za svaki prirodan broj m(N i n(N jeste(Xm-Xn(((. 

13. STEPENA FUNKCIJA: Funkcija oblika y=x( u kojoj je ( realan broj nazivamo stepenom funkcijom. U zavisnosti od vrij. (, postoji više slučajeva:

1) (=n =>  Funkcija y=xn definisana je za svako X i spada u klasu cijelih racionalnih funkcija. Kao takva neprekidna je za svako X. Parna je za n=2k, a neparna za n=2k+1. U intervalu (O,+() 

je strogo rastuća.

2) (=n<O, (n-cijeli negativni broj)  => y=x-n, tj. y=1/Xn, pa je y specijalna razlomljena racionalna funkcija. 

Definisana je i neprekidna za (X\{O}.

3) (=1/n, tj. y=x1/n   =>  Ova funkcija je inverzna funkciji y=xn. Za n parno  ona je definisana u intervalu (O,+(), a za n neparno u intervalu (-(,+(). Monotona je i neprekidna u oblasti definisanosti. 

4) (=-1/n, tj. y=x-1/n  =>  inverzna je funkciji y=x-n. Definisana je u intervalu (O,+() ako je n paran broj, a u intervalima (-(,O) i (O,+() ako je n neparan broj.

5) (=m/n, tj. y= xm/n je specijalna iracionalna funkcija; definisana je za svako pozitivno X, tj. u intervalu (-(,+() ako je n neparan broj. Ako je n paran, a m neparan broj funkcija je definisana u intervalu (O,+(). Funkcija y= xm/n neprekidna je svuda gdje je definisana. Ponašanje grafika funkcije zavisi od toga da li je m/n >1 ili m/n <1 i od parnosti brojeva m i n.








































6) (=-m/n, tj. y= x-m/n


7) ( kao iracionalan broj  =>  Tada je y= x( definisana za (x>O. Neprekidna je za sve vrijednosti u kojima je definisana. *Općenito, za stepenu funkciju 

y= x( možemo reći da je neprekidna za sve vrijednosti za koje je definisano.

*Funkcija y= x( raste kada je (>O, opada kada je (<O, a konstantna je kad (=O, jer svaki broj stepenovan nulom je 1.

14. EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA:

-Funkcija oblika y=ax je eksponencijalna funkcija. U realnom području definisana je samo ako je a >O. Promjenljiva x može uzimati sve vrijednosti, a y tada uzima samo pozitivne vrijednosti, jer je zbog a>O, ax>O za (x.

Ova funkcija nema nula. Za a >1 funkcija je monotono 

rastuća, a za O<a<1 funkcija je monotono opadajuća. 

Ova funkcija je neprekidna. Kada je a=1 funkcija je

 konstantna, y=1x=1. Izvod ove funkcije je y’ = axlna.

15 LOGARITAMSKA FUNKCIJA:

-Funkcija y=logaX, a>O, a (1 definisana je za svako x>O. Pošto je njena inverzna funkcija x=ay strogo monotona i neprekidna, to je i funkcija y=logaX neprekidna u svom definicionom području. Ona je monotono rastuća u intervalu (O,+(( ako je a>1. Ako je x((O,1), onda je logX<O, a ako je x((1,+(( onda je logX>O. Ako je O<a<1 onda je 

funkcija y=logX monotono opadajuća u intervalu 

(O,+((.Kada je x((O,1) onda je logX>O, 

za X((1,+() je logX<O.

lim(1+1/x)x=e,   y=ex je važna eksponencijalna funkcija.

-Inverzna funkcija funkcije y=ex je logaritamska funkcija  sa bazom e za koju se upotrebljava simbol y=lnX.






 





logae = 1/lna  -> kao modul prelaza logaritma


                             sa bazom a na logaritam sa 




           bazom e.

                             y=lnX => y’ = 1/X   i   y=ex => y’= ex
16. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE:

-Trigonometrijske funkcije su y=sinX, y=cosX, y=tgX, y=ctgX.

-FUNKCIJE y=sinX i y=cosX:

1) definisane za svako X( (-(,+();

2) periodične sa periodom 2(: npr. sin(X+2k()=sinX; cos(X+2k()=cosx, k=(O,±1,±2,…); (sinX)’=cosX; (cosX)’=-sinX; (tgX)’=1/cos2X; 

(ctgX)’=-1/sin2X;

3) ograničene, tj. –1 (sinX (1,  -1 (cosX (1

4) funkcije su neprekidne za sve vrijednosti argumenta 

5) nule funckije y=sinX su X=k(, a funkcije y=cosX su X=(2k+1)(/2 

6) y=sinx je neparna, tj. sin(-X)=-sinX, a y=cosX je parna f., tj. cos(-X)=cosX



-FUNKCIJE y=tgX i y=ctgX:






y=tgX=sinX/cosX; definisana je






i neprekidna za sve vrijednosti 






X za koje je cosX(O, tj. nije 






definisana za X=(/2+k(. Ona je






monotono rastuća. Nule funkcije 






je k(. Neograničena je i neparna






Periodična je sa periodom (.






-Funkcija y=ctgX=cosX/sinX, 






sinX(O, tj. nije definisana za






X=(±k(. Periodična – period (.

Neograničena je i neparna. Monotono opadajuća. Postoje nule u (2k+1)(/2.

17. INVERZNE TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE:

1) FUNKCIJA y=arc sinX. Neka je data funkcija y=sinX za koju treba odrediti inverznu funkciju. Inverznu funkciju funkcije y=sinX možemo definisati samo na segmentu (-1,1( jer je to skup vrijednosti funkcije sinX. Arc sinX je zapravo luk sadržan u intervalu (-(/2,(/2(.



y
           Funkcija y=arc sinX je strogo rastuća i 




           neprekidna kao i y=sinX. Funkcija 
 




           y=arc sinX je glavna vrijednost ili glavna




           grana funkcije y=Arc sinX

                                                      y=arc sinX =>  y’=1/(1-X2

                                                      FUNKCIJA y=arc cosX. Definisana je za 




           –1 (X (1. arc cosX je ugao y koji 




           zadovoljava nejednakost 0 (y (( i X=cosy.




           Funkcija y=arc cosX je inverzna funkciji 




           X=cosy, neprekidna je i strogo opadajuća.




           Funkcija y=arc cosX glavna je grana skupa 




           inverznih funkcija y=Arc cosX; 




            y=arc cosX  =>  y’=-1/(1- X2
FUNKCIJA y=arc tgX:

To je ugao y koji zadovoljava jednakost -(/2<y<(/2 i jednakost tgy=X. Ova funkcija je definisana za svako X. Ova funkcija je inverzna funkciji X=tgy uz pretpostavku da je -(/2<y<(/2. Funkcija y=arctgX je strogo rastuća i neprekidna. Funkcija y=arc tgX je glavna grana funkcije y=Arc tgX.

y=arc tgX     =>    y’=1/(1+X2)


         Y        


               Y







     X                                       
         X


FUNKCIJA y=arc ctgX: Ova funkcija je definisana za svako X. To je ugao y koji zadovoljava nejednakost O<y<( i jednakost X=ctgy. Funkcija arc ctgX je inverzna funkciji X=ctgy za O<y<(. Ona je strogo opadajuća i neprekidna. 

Funkcija y=arc ctgX je glavna grana funkcije y=Arc ctgX.

y=arcctgX  =>  y’=-1/(1+X2).

Općenito, inverzne funkcije trigonometrijskih funkcija nazivamo ciklometrijskim funkcijama. One su transcendentne funkcije. 

18. IZVOD FUNKCIJE:

-Neka je funkcije y=f(X) definisana u okolini tačke Xo. Uzmimo tačku X iz te okoline i neka je X(Xo. Razlika X-Xo = (X, priraštaj je nezavisno promjenljive X kojem odgovara priraštaj funkcije y, (y=f(X)-f(Xo) =

f(Xo+(X)-f(Xo). Priraštaj (y je veličina za koju se promijenila vrijednost funkcije y=f(X) pri promjeni vrijednosti argumenta od Xo do Xo+(X. Količnik (y/(X nam pokazuje priraštaj vrijednosti funkcije y računat na jedinicu priraštaja argumenta X u intervalu (Xo,Xo+(X(. Ovaj količnik nazivamo usponom (padom) funkcije u tački X, zavisno od toga da li je pozitivan ili negativan. 

Ako postoji granična vrijednost količnika (y/(X kada (X((, ona je funkcija od X. Obilježavamo je y’ ili f’(X) ili dy/dx i nazovamo prvim izvodom funkcije y=f(X) po argumentu X, tj.

lim (y/(X = lim (f(Xo+(X)-f(Xo)(/(X = f’(Xo) = y’ = dy/dx = df(X)/dx

-Da bi postojao izvod u nekoj tački, potrebno je da funkcija y=f(X) u toj tački bude neprekidna. Obrnuta tvrdnja ne vrijedi. 

GEOMETRIJSKA INTERPRETACIJA IZVODA:  
       Y







 
      t                   s

  Ako pustimo da se B kreće prema X-osi                  



  sve je manji i manji priraštaj argumenta



  i (x je manji. Kad se A i B poklope



  sekanta prelazi u tangentu. Tada nastaje     



  tg(. tg( je lim tg( =                                      
           (x                             =lim (f(Xo+(X)-f(Xo)(/(X = f’(Xo)

               xo+(x
     X

-Geometrijiski izvod je koeficijent pravca tangente u odnosu na odgovarajuću krivu.

LIJEVI I DESNI IZVOD FUNKCIJE f (X) U TAčKI Xo:

U tački Xo ova kriva ima 2 tangente. Možemo joj prići sa desne i sa lijeve strane, tj. postoji desni i lijevi izvod.


                 
         Desni izvod: f+((Xo) = lim (y/(x = tg(1
                         

         Lijevi izvod: f-((Xo) = lim (y/(x = tg(2
     (f(X)±g(X)(( = f((X) ± g(X)(


           (g(X)(f(X)(( = g((X)(f(X)+g(X)(f((X)



           (f(X)/g(X)(( = (f((X)(g(X)-g((X)(f(X)(/g2X

19. DIFERENCIJAL FUNKCIJE:

Iz relacije (y= f((X)(X + ((X)(X se vidi da priraštaj diferencijabilne funkcije f(X) možemo napisati kao zbir dva sabirka: f((X)(X i ((X)(X.

lim (y/(X = f((X)         (y/(X - f((X) = ((X)(X  => (y= f((X)(X + ((X)(X.

Sabirak f((X)(X je tzv. glavni dio priraštaja funkcije i naziva se diferencijalom funkcije y=f(X). Prema tome, diferencijal funkcije y=f(X) je proizvod izvoda f((X) funkcije i priraštaja (X argumenta funkcije. Diferencijal funkcije y=f(X) obilježavamo sa dy ili df(X), pa je dy= f((X)(X.

Diferencijal možemo napisati u obliku dy=y(dx. Količnik dy/dx nazivamo diferencijalnim količnikom. On je jednak izvodu funkcije, pa se za obilježavanje izvoda upotrebljava i oznaka dy/dx = lim (y/(X.

GEOMETRIJSKO ZNAčENJE DIFERENCIJALA:

-Neka funkcija f(x) ima konačan izvod u tački Xo. Tada će kriva y=f(X) imati 

tangentu u tački A(Xo,f(Xo)) sa koeficijentom pravca f((X) = (y/(X = =BD/(X = tg(.

-Diferencijal funkcije geometrijski 




t

predstavlja  priraštaj koji ordinata 

tangente t dobije kada apscisa dodirne

tačke postigne priraštaj (X.

-(y je priraštaj ordinate na krivoj

-dy je priraštaj ordinate na krivoj u 

odgovaraju}oj tački.

PRAVILA ZA IZRAčUNAVANJE DIFERENCIJALA: -> mogu se izvesti iz pravila za izračunavanje izvoda. Diferencijal funkcije dobijamo tako što pomoću odre(enog pravila prvo na(emo izvod funkcije, pa se taj izvod pomnoži sa dx. 

1) y=f(x)=c               2) y=kf(x)
        3) y=u(x)±v(x)

    y’(x)=f’(x)=c            y’(x)=kf’(x)             y’=u’(x)±v’(x)

    dy=0(dx=O              dy=k(f’(x)dx           dy=du(x)±dv(x)


4) y=u(x)v(x)
        5) y=u(x)/v(x)  =>  y’=[u’(x)(v(x)-v’(x)(u(x)]/v2(x)

    y’=u’v+v’u

     d(u/v)=(vdu-udv)/v2
    d(uv)=vdu+udv  




20. LOKALNI EKSTREMI FUNKCIJE: -Neka je funkcija f(x) definisana u intervalu (a,b). Funkcija y=f(x) ima u tački Xo((a,b) lokalni maksimum (minimum) f(Xo) ako za (>O postoji takva okolina (Xo-(,Xo+()((a,b) ta~ke Xo da je f(X)(f(Xo) (f(X)(f(Xo)) za (X((Xo-(,Xo+(). Tačku Xo nazivamo tačkom lokalnog maksimuma (minimuma). Ako je za (X, X(Xo, iz neke okoline tačke Xo, f(X)<f(Xo) (f(X)>f(Xo)), tada Xo nazivamo ta0kom strogog lokalnog maksimuma (minimuma). Vrijednosti maksimuma i minimuma jednim imenom nazivamo ekstremnim vrijednostima funkcije, odnosno lokalnim ekstremima funkcije. 

LOKALNI EKSTREMI DIFERENCIJABILNIH FUNKCIJA: 

FERMATOVA TEOREMA: -Ako je f:Dp->R diferencijabilna u tački Xo i ako je Xo tačka unutarnjeg lokalnog ekstrema funkcije f(x), onda je f((Xo)=O

21. TEOREME O SREDNJOJ VRIJEDNOSTI:

U teoreme o srednjoj vrijednosti spadaju:

a) ROLOVA TEOREMA

b) LAGRANŽOVA TEOREMA

c) KOŠIJEVA TEOREMA

21. ROLOVA TEOREMA:

-Neka je funkcija y=f(x) definisana i neprekidna u intervalu (a,b( i neka je diferencijabila u (a,b) i neka je f(a)=f(b). Tada postoji bar jedna tačka C, 

C((a,b) takva da je f’(C)=O. Geometrijski, Rolova teorema znači da se izme(u dvije tačke u kojima funkcija f(x) ima jednake vrijednosti, nalazi bar jedna tačka C kojoj je f’(C)=O, tj. postoji bar jedna tačka M(C,f(C)) na krivoj y=f(x) u kojoj je tangenta paralelna X-osi.

























































       U slučaju da je f(a) = f(b) =O, Rolova teorema glasi: Ako funkcija f(x) ima izvod u svakoj tački intervala (a,b( i ako su a i b nule funkcije, onda unutar tog intervala mora postojati bar jedna realna nula funkcije f’(x), tj.

































































       

22. LAGRANŽOVA TEOREMA:

-Neka je y=f(x) neprekidna funkcija u intervalu (a,b( i diferencijabilna u (a,b), onda postoji bar jedna tačka C, C((a,b), takva da vrijedi:

(f(b)-f(a)(/(b-a) = f’(c). Geometrijski, Lagranžova teorema se sastoji u tome da na luku AB krive y=f(x) postoji bar jedna tačka M različita od tačaka A i B u kojoj je tangenta povučena na krivu paralelna sa sekantom koja prolazi tačkama A i B.
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23. KOŠIJEVA TEOREMA:

Neka su funkcije f(x) i g(x) neprekidne i intervalu (a,b( i neka imaju konačne izvode u otvorenom intervalu (a,b), pri čemu je g’(x)(O za (x((a,b), onda postoji bar jedna tačka C (a,b) takva da je (f(b)-f(a)(/(g(b)-g(a)(=(f’(c)(/(g’(c)(
24. LOPITALOVO PRAVILO:

T1: -Neka su funkcije f(x) i g(x) diferencijabilne u intervalu (a,b) i neka je lim f(x) = lim g(x) =O i g’(x)(O za x((a,b). Ako postoji granična vrijednost lim(f’(x)/g’(x)( = A (ili +((-()), onda postoji i lim(f(x)/g(x)( koji je jednak  A (ili +((-()).

T2: -Neka su funkcije f(x) i g(x) diferencijabilne u intervalu (a,b) i neka je lim f(x) = lim g(x) =+((-() i g’(x)(O za x((a,b). Ako postoji granična vrijednost lim(f’(x)/g’(x)( = A (ili +((-()), onda postoji i lim(f(x)/g(x)( koji je jednak  A (ili +((-()).

-Postoji i opći način odre(ivanja granične vrijednosti količnika dviju funkcija zasnovan na jednakosti: lim(f(x)/g(x)(= lim(f’(x)/g’(x)(, gdje je Xo bilo koja tačka intervala i X(Xo na bilo koji način. Ovakav način odre(ivanja granične vrijednosti je Lopitalovo pravilo. 

Ako f’(x) i g’(x) teže prema nuli, a postoji f((x) i g((x) koji su (O, onda možemo teoremu primijeniti na količnik f’(x)/g’(x) na slijedeći način:

lim(f(x)/g(x)(= lim(f’(x)/g’(x)(= lim(f((x)/g((x)(= A (ili +((-()).

Ovaj postupak treba nastaviti sve dotle dok se ne do(e do količnika 0iji brojilac i imenilac ne teže istovremeno O ili (, kada X(Xo, tj. 

lim(f(x)/g(x)(= lim(f’(x)/g’(x)(=…= lim(f(n)(x)/g(n)(x)( pod pretpostavkom da lim(f(n)(x)/g(n)(x)( postoji.

NEODRE(ENI IZRAZI:

-Koristeći Lopitalovo pravilo možemo odre(ivati limese neodre(enih oblika: 0((+(); 0((-(); (+()((-(); (+()0; O0; 1+( kada ih prethodno algebarskim transformacijama svedemo na oblik O/O ili (/(.

Kada se pojavi “0((()”, ovaj slučaj se svodi na odre(ivanje granične vrijednosti lim(f(x)/(1/g(x))( ili lim(g(x)/(1/f(x))(.

25. FUNKCIJA SA DVIJE NEZAVISNO PROMJENLJIVE:

-Veličina Z funkcionalno zavisi od 

veličina x i y ako svakom paru vrijednosti 

(x,y) iz odre|enog skupa A, čiji su elementi

ure(eni parovi (x,y) prema proizvoljnom 

zakonu f odgovara samo jedna vrijednost

veličine Z. Skup svih vrijednosti promje-

nljive Z označavamo sa B. Skup A se naziva

domena ili oblast definisanosti funkcije,

a B je antidomena ili područje vrijednosti

funkcije Z=f(x,y).

Ako je domena A ograničeni dio ravni xOy konturom L, a funkcija f(x,y) definisana samo za one parove vrijednosti argumenta (x,y) koji se nalaze unutar konture L, tada kažemo da je funkcija f(x,y) definisana u otvorenom domenu. Ako je funkcija f(x,y) definisana i za parove vrijednosti argumenta (x,y) kojima su odre(ene tačke na samoj konturi, tada kažemo da je funkcija f(x,y) definisana u zatvorenom domenu A.

-Skup svih ure(enih parova (x,y) realnih brojeva M1(x1,y1), M2(x2,y2), d(M1,M2) = ((x2-x1)2+(y2-y1)2 je Euklidov dvodimenzionalni prostor E2 ili Euklidova ravan. *Neka je Z definisana u doimenu A, tj. ograničenom dijelu ravni xOy konturom L. Tada će svakom paru vrijednosti (x,y) oblasti A odgovarati po jedna vrijednost funkcije Z iz jednačine Z=f(x,y). Svakom sistemu vrijednosti (x,y,z) odgovara po jedna tačka N(x,y,z) u euklidskom prostoru E2. Skup svih tačaka N(x,y,z) krajnjih tačaka duži MN normalne na ravan xOy, činiće jednu površ u prostoru xOyz. Tako dobijena površ grafički predstavlja funkciju Z=f(x,y),a jednačina Z=f(x,y) je analitički izraz te površi.

26. NEODRE(ENI INTEGRAL – PRIMITIVNA FUNCKIJA:
Funkciju F(x) koja zadovoljava uslov F’(x)=f(x) ili dF(x)=f(x)dx nazivamo primitivnom funkcijom funkcije f(x). Primitivna funkcija se preciznije definiše na slijedeći način: Neka je f(x) definisana u intervalu (a,b). Za funkciju F(x), koja je definisana u istom intervalu, kažemo da je primitivna funkcija funkcije f(x) ako za (x((a,b) postoji izvod F’(x) i ako je F’(x)=f(x) ili dF(x)=F’(x)dx=f(x). Ako su funkcije f(x) i F(x) definisane u zatvorenom ili poluotvorenom intervalu, npr. (a,b(, onda ćemo smatrati da je F’(a)=f(a) i F’(b)=f(b). Ako znamo jednu primitivnu funkciju funkcije f(x), ostale primitivne funkcije dobijamo dodavanjem aditivne konstante c poznatoj primitivnoj funkciji. Skup svih primitivnih funkcija funkcije f(x) izražavamo zbirom F(x)+c.

-Skup svih primitivnih funkcija F(x)+c funkcije f(x) definisanih u intervalu (a,b) nazivamo neodre(enim integralom funkcije f(x) i označavamo ga sa 

∫f(x)dx, gdje je znak ∫ znak integrala, f(x) je podintegralna funkcija (integrand), a f(x)dx je integralni element.

-Integralni račun je dio matematike koji

se bavi iznalaženjem integrala i njihovim 

primjenama.

-Krive definisane jednačinom y=F(x)+c 

nazivamo integralnim krivima krive

y=f(x).

OSNOVNE OSOBINE NEODRE(ENOG INTEGRALA:

1)Izvod neodre(enog integrala jednak je podintegralnoj funkciji, a diferencijal neodre(enog integrala jednak je integralnom elementu.

(∫f(x)dx)’=f(x);   d∫f(x)dx=f(x)dx

2) Neodre(eni integral od nekog diferencijala neke funkcije jednak je zbiru te funkcije i proizvoljne konstante, tj. ∫dF(x)=F(x)+c

3) Operacije  ∫ i d me(usobno se poništavaju kada d stoji poslije ∫.

4) Ako funkcija f(x) ima primitivnu funkciju, tada funkcija cf(x) (c=const.) tako(e ima primitivnu funkciju pri čemu je ∫cf(x)dx = c∫f(x)dx, c(O.

5) Ako funkcije f1(x) i f2(x) imaju primitivne funkcije, tada i funkcija 

f1(x) ( f2(x) ima primitivnu funkciju:

∫(f1(x) ( f2(x)(dx=∫f1(x)dx ( ∫f2(x)dx = F1(x) ( F2(x)+c

28. INTEGRACIJA RACIONALNIH FUNKCIJA:

f(x)=Pn(x)/Qm(x)=(anxn+an-1xn-1+..+a1x+a0)/(bmxm+bm-1xm-1+…+b1x+b0)

-Ako je n<m, onda je ovo prava razlomljena racionalna funkcija.

-Ako je n>M, onda je ovo neprava razlomljena racionalna funkcija.

Svaku nepravu razlomljenu racionalnu funkciju f(x) možemo napisati u obliku zbira jedne cijele racionalne funkcije (polinoma) i jedne prave racionalne funkcije, tj.

Pn(x)/Qn(x)=P(x)n-m+Rk(x)/Qm(x), gdje je Rk(x) ostatak dijeljenja Pn sa Qn

1) ∫A/(x-a)dx = A ln(x-a(+c 

2) ∫B/(x-a)kdx = (B/(1-k))((x-a)1-k+c

3) ∫(Cx+D)/(x2+px+q)dx = ∫(Ct+D-C*p/2)/(t2+h)dt = 1/2c∫2t/(t2+h)dt 







    +(D-Cp/2)∫dt/( t2+h)

4) ∫(Cx+D)/((x2+px+q)dx = C/2∫2t/((t2+h)dt + (D-Cp/2)∫dt/(( t2+h)

29. INTEGRACIJA PROSTIJIH IRACIONALNIH FUNKCIJA:

-Neke iracionalne i transcendentne funkcije se uvo(enjem odgovarajuće smjene, svode na integraciju racionalnih funkcija.

-Pod realnom racionalnom funkcijom argumenta x i y podrazumijevamo funkciju datu primjerom: R(x,y)=P(x,y)/Q(x,y), gdje su P(x,y) i Q(x,y) polinomi realnih koeficijenata promjenljivih x i y.

1) ∫R(x,k((ax+b)/(cx+d))dx = ∫R((tkd-b)/(a-ctk),t((((ad-bc)ktk-1(/(a-ctk)2dt

     = ∫R1(t)dt

2) čebiševa teorema: Neodre(eni integral ∫xn(a+bxn)pdx svodimo na integral racionalne funkcije ako i samo ako bar jedan od brojeva p, (m+1)/n, (m+1)/n+p cio broj ili nula. 

3) Integral oblika ∫R(x,((ax2+bx+c))dx, gdje je R(x,((ax2+bx+c)) racionalna funkcija argumenta x i y  ((ax2+bx+c), svodimo na integral racionalne funkcije promjenljive t pomoću Ojlerove smjene.

4) Integral oblika ∫Pn(x)/((ax2+bx+c)dx gdje je Pn(x) polinom n-tog stepena izračunavamo metodom Ostrogradskog:

(anxn+an-1xn-1+…+a0)/((ax2+bx+c)dx = (Anxn-1+An-1xn-2+…+A1)( (((ax2+bx+c) + A0∫dx/((ax2+bx+c).

Ako kompletan ovaj izraz diferenciramo po x i pomnožimo sa ((ax2+bx+c)

možemo koeficijente An,…,Ao izračunati upore(ivanjem koeficijenata, jer sada imamo sa obje strane cijelu racionalnu funkciju n-tog stepena. Kada odredimo sve koeficijente, treba da izračunamo integral∫dx/((ax2+bx+c).

30. ODRE(ENI INTEGRAL:

-Neka je ograničena funkcija f(x) definisana u intervalu (a,b(. Podijelimo interval (a,b( tačkama Xo,X1,…,Xn, tako da je a=Xo<X1<…<Xn=b na n podintervala (Xi, Xi+1(, (i=0,1,2,…,n-1) dužine (Xi = Xi+1- Xi. Tu podjelu označimo sa R. Izaberemo proizvoljnu tačku (((Xi, Xi+1( za svako i=0,1,2,…,n-1. Izračunajmo odgovarajuće vrijednosti funkcije f((i) u tačkama 

(0, (1,…,(n-1 i formirajmo proizvode f((i)(Xi , i=0,1,…,n-1.

Zbir Sr (() = f((o)(X0+ f((1)(X1+…+ f((n-1)(Xn-1=( f((i)(Xi nazivamo Rimanovom integralnom sumom funkcije f(x). 

-Funkcija f(x) integrabila je po Rimanu u intervalu (a,b( ako postoji konačna granična vrijednost S integralnih suma te funkcije kad ((O. Graničnu vrijednost S nazivamo odre|enim integralom funkcije f(x) u intervalu (a,b( i označavamo simbolično: S=a∫bf(x)dx ili a∫bf(x)dx=( f((i)(Xi. Brojevi a i b su granice integrala. 

GEOMETRIJSKA INTERPRETACIJA RIMANOVOG INTEGRALA:

Neka je funkcije f(x) neprekidna i 

nenegativna u intervalu (a,b( i neka je

Sr (()=( f((i)(Xi. Ravnu figuru B

koja je ograničena linijama:

L: y=f(x), x=b, y=O i x=a nazivamo 

“krivolinijski trapez”. Svaki sabirak

integralne sume Sr (() predstavlja 

površinu jednog od pravougaonika 

čije su stranice f((i) i (Xi,

a integralna suma ( f((i)(Xi površinu stepenaste figure sastavljene od takvih pravougaonika. Ako je funkcija f(x) integrabilna u intervalu (a,b(, tada je ona ograničena u tom intervalu.

31. OSNOVNE OSOBINE ODRE(ENOG INTEGRALA:

1) a∫b(c1(f(x) + c2(g(x)(dx = c1 a∫bf(x)dx + c2 a∫bg(x)dx

2) a∫bf(x)dx = a∫cf(x)dx + c∫bf(x)dx, (a<c<b)

3) a∫bf(x)g(x)dx = ( a∫bg(x)dx, gdje je m (( (M, m=inf f(x), M=sup f(x)

4) itd………….ne treba učiti!!!

VEZA IZME(U ODRE(ENOG I NEODRE(ENOG INTEGRALA:

-Neka je funkcija f(x) neprekidna u intervalu (a,b( i neka je F(x) bilo koja primitivna funkcija funkcije f(x). Tada je: a∫bf(x)dx = F(b)-F(a)(ab. 

Ovu formulu nazivamo Njutn-Lajbnicovom formulom. Njom je izražena veza izme(u izvoda i integrala neprekidne funkcije koja je temelj za izgradnju integralnog računa. Zbog toga navedenu teoremu, čiji sadržaj predstavlja ta formula nazivamo osnovnom teoremom diferencijalnog i integralnog računa ili Njutn-Lajbnicovom teoremom.

32. DIFERENCIJALNE JEDNAčINE:

-Jednačine oblika dy/dx=f(x); dy/dx=f(x,y): F(x,y,y(,y(,…,y(n)) nazivamo diferencijalnim jednačinama. 

-Za jednačinu oblika F(x,y,y()=O kažemo da predstavlja diferencijalnu jednačinu prvog reda koja riješena po y’, ako je to moguće ima oblik y’=f(x,y) gdje je f(x,y) neprekidna funkcija dviju nezavisno promjenljivih u nekoj oblasti ravni xOy. Ako diferencijalna jednačina sadrži i izvod drugog reda nepoznate funkcije y(x), nju nazivamo diferencijalnom jednačinom drugog reda F(x,y,y(,y()=O.

-Uopće za diferencijalnu jednačinu kažemo da je n-tog reda ako je n red najvišeg izvoda koji figurira u jednačini F(x,y,y(,y(,…,y(n)). 

-Najveći eksponent najvećeg reda izvoda u jednačini odre(uje stepen jednačine. 

-Diferencijalnu jednačinu sa jednom nezavisno promjenljivom nazivamo običnom diferencijalnom jednačinom. 

-Funkciju ((x,c) koja zavisi od x i jedne proizvoljne konstante c, a identički zadovoljava diferencijalnu jednačinu prvog reda F(x,y,y’)=O, nazivamo općim rješenjem ili općim integralom date diferencijalne jednačine. Svako rješenje koje dobijamo iz općeg, dajući konstanti c odre(enu vrijednost, nazivamo partikularnim rješenjem ili partikularnim integralom date diferencijalne jednačine. Opće rješenje geometrijski predstavlja familiju integralnih krivih linija koja zavisi od parametra c, a partikularni integral je odre(ena kriva linija tog sistema. 

-Kroz jednu tačku diferencijalne jednačine 

prolazi samo jedna integralna kriva.

T1: Ako je data diferencijalna jednačina

y’=f(x,y) i početni uslovi y=y0 za x=x0 i

funkcija f(x,y) neprekidna je u okolini

take (x0,y0), a funkcija f’(x,y) ograničena 

je u toj okolini, tada kroz tačku M(x0,y0) 

prolazi jedna i samo jedna integralna kriva

jednačine y’=f(x,y).

-Može se desiti da osim općeg i partikularnog rješenja diferencijalna jednačina ima i tzv. singularno rješenje koje ne možemo dobiti iz općeg ni za kakvu vrijednost proizvoljne konstante .

-Ako krive linije familije F(x,y,c)=O nemaju singularnih tačaka, onda je sistemom jednačina F(x,y,c)=O, Fc’(x,y,c)=O definisana obvojnica date familije pod uslovom da i ona nema singularnih tačaka. Rješenje diferencijalne jednačine koje ne dobijamo ni za jednu vrijednost konstante c iz općeg rješenja, a koja predstavlja obvojnicu familije krivih općeg rješenja, nazivamo singularnim rješenjem diferncijalne jednačine.

33. DIFERENCIJALNE JEDNAčINE PRVOG REDA SA RAZDVOJENIM PROMJENLJIVIMA:

-Diferencijalnu jednačinu nazivamo jednačinom sa razdvojenim promjenljivima ako je data u obliku: y(=f1(x)(f2(y).

T1: Ako je funkcija f1(x) neprekidna u intervalu (a,b), a funkcija f2(x) i njen izvod po y neprekidni u intervalu (c,d), tada za početne vrijednosti xo((a,b)

i yo((c,d) postoji jedinstveno rješenje y=((x) jednačine y’= f1(x)(f2(y) koje zadovoljava uslove da je ((xo)=yo.

-Geometrijski, to znači da pod navedenim uslovima teoreme kroz svaku tačku pravougaonika a<x<b, c<y<d prolazi jedna i samo jedna integralna kriva jednačine y’= f1(x)(f2(y). 

T2: Ako postoje integrali ∫dy/f2(y) i∫f1(x)dx, tada je opće rješenje diferencijalne jednačine dy/f2(y) = f1(x)dx dato jednačinom F2(y) = F1(x)+c,

gdje su F2(y) i F1(x) neke primitivne funkcije funkcija 1/ f2(y) i f1(x).

34. HOMOGENE DIFERENCIJALNE JEDNAčINE PRVOG REDA:

-Diferencijalnu jednačinu prvog reda y’=f(x,y) nazivamo homogenom ako je funkcija f(x,y) homogena funkcija nultog stepena homogenosti, tj. f(tx,ty)=t0f(x,y)=f(x,y). Ako u ovoj posljednjoj relaciji uzmemo da je t=1/x, onda je: f(x,y) = f(1,y/x) pa se funkcija f(x,y) pi{e u obliku ((y/x), a homogena diferencijalna jednačina će imati oblik y’=((y/x).

-Homogene diferencijalne jednačine svodimo na diferencijalne jedna0ine sa razdvojenim promjenljivima smjenom y/x=z, y=zx, dy=zdx+xdz, gdje je z=z(x) nova nepoznata funkcija. Uvo(enjem smjene, jednačina y’=((y/x) postaje zdx+xdz=((z)dx, odakle razdvajanjem promjenljivih i integracijom dobijamo:  dz/(((z)-z)=dx/x, ∫dz/(((z)-z)=lnx+c. Ako u ovaj izraz umjesto z stavimo y/x, dobijamo opće rješenje jednačine y’=((y/x).

-Neke diferencijalne jednačine na prvi pogled nisu homogene, ali se podesnom smjenom mogu dovesti na homogene pa onda riješiti metodom razdvajanja promjenljivih.One imaju oblik: y’=f((a1x+b1y+c1)/(a2x+b2y+c2)(.

Da bismo ovu jednačinu, koja nije homogena, pretvorili u homogenu treba uvesti smjenu promjenljivih: x=u+h, y=v+k, dx=du, dy=dv. Poslije zamjene imamo:    a1x+b1y+c1= a1u+b1v+ a1h+b1k+ c1,
                a2x+b2y+c2= a2u+b2v+ a2h+b2k+ c2,    y’=dy/dx=dv/du

Odredimo h i k tako da bude:

 a1h+b1k+ c1=O 
 a1h+b1k+ c1=O;   to je mogu0e ako je determinanta sistema (O, tj.



          a1    b1
                                     D=     a2    b2   = a1b2-a2b1 (O

Pod tim uslovima diferencijalnu jednačinu y’=f((a1x+b1y+c1)/(a2x+b2y+c2)(
svodimo na homogenu diferencijalnu jednačinu oblika: 

dv/du = f((a1u+b1v)/(a2u+b2v)( = f((a1+b1v/u)/(a2+b2v/u)( koju znamo riješiti.

35. LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNAčINE PRVOG REDA:

-Diferencijalna jednačina prvog reda y’=f(x,y) linearna je ako je linearna po funkciji y i njenom izvodu y’. Jednačina je tada oblika y’+P(x)y=Q(x), gdje su P(x) i Q(x) neprekidne funkcije od x u nekom intervalu (a,b). Ako je 

Q(x)(O, navedena jednačina je homogena (nepotpuna) a ako je Q(x) identički različito od nule, jednačina je nehomogena (potpuna). 

-Homogenu jednačinu y’+P(x)y=O lahko je integrirati, jer promjenljive možemo razdvojiti: dy/y=-P(x)dx, odakle je lny= -∫P(x)dx+lnC ili 

y=Ce-∫P(x)dx.

-Nehomogenu jednačinu mošemo riješiti na dva načina: 

1) smjenom: y=u(x)(v(x), y’=u’v+v’u.

2) Lagranžovim metodom varijacije konstante, gdje izdvojimo homogeni dio jednačine y’+P(x)y=Q(x) i jednačinu y’+P(x)y=O čije je opće rješenje y=Ce-∫P(x)dx. U nehomogenoj diferencijalnoj jednačini y’+P(x)y=Q(x) uzećemo za y isti oblik, samo što C ne predstavlja više konstantu, već neku proizvoljnu funkciju po x, npr. C=u(x), pa opće rješenje je oblika u(x)e-∫P(x)dx u kojem treba odrediti nepoznatu funkciju u(x). 

36. HOMOGENE LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNAčINE DRUGOG REDA SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA:

-Jednačina oblika y(+py(+qy=O, gdje su p i q realne konstante, nazivamo homogeno linearnom diferencijalnom jednačinom drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Za odre(ivanje općeg rješenja jednačine y(+py(+qy=O dovoljno je naći 2 partikularna rješenja koja obrazuju fundamentalan sistem. Pod pretpostavkom da je rješenje navedene jednačine dato u obliku y=erx; Iz toga je y’=rerx, y(=r2erx, pa zamjenom y, y’, y( u jednačini y(+py(+qy=O dobićemo erx(r2+pr+q)=O. Kako je erx(O za (x, to je r2+pr+q=O. Ovu jednačinu nazivamo karakterističnom jedna0inom diferencijalne jednačine y(+py(+qy=O. Rješenja r1 i r2 jednačine 
r2+pr+q=O odre(uju 2 partikularna rješenja oblika y=erx jednačine y(+py(+qy=O.

RAZLIKUJEMO 3 SLUčAJA:

1) Rješenja karakteristične jednačine su realna i različita r1 ( r2. Tada imamo 2 partikularna rješenja jednačine y(+py(+qy=O:  y1= er1x i y2= er2x. Ova rješenja obrazuju fundamentalan sistem rješenja, pa je opće rješenje jednačine y(+py(+qy=O: y=C1er1x+C2er2x.

2) Rješenja karakteristične jednačine su realna i jednaka r1=r2=r. U ovom slučaju imamo samo 1 partikularno rješenje y1= erx, gdje je r=r1=r2=p/2.
Da bismo odredili drugo partikularno rješenje koje je nezavisno od y1, uzimamo da je y=y1(u, gdje je u=u(x) nova nepoznata funkcija. Tada jedna0ina y(+py(+qy=O postaje diferencijalna jednačina po u: y1u(+(2y1(+py1)u(=O, a ako je izraz uz u jednak nuli, to je u(=O.

Dovoljno je uzeti da je u=x, tada je y2=xerx drugo linearno nezavisno rješenje jednačine y(+py(+qy=O, a opće rješenje je y=C1erx+C2Xerx=

= erx(C1+xC2). 

3) Rješenja karakteristične jednačine su konjugovamo-kompleksni brojevi:

r1=a+bi, r2=a-bi, (b(O). U ovom slučaju funkcije y1=eaxcosbx i y2=eaxsinbx su partikularna rješenja jednačine y(+py(+qy=O i ona su linearno nezavisna. Opće rješenje je y=eax(C1cosbx+C2sinbx).

37. DIFERENCIJALNE JEDNAčINE KOJE SE SVODE NA LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNAčINE :

1) BERNULIJEVA JEDNAčINA:

-Jednačinu oblika y’+P(x)y=Q(x)yn, n(R, n(O, n(1, gdje su P(x) i Q(x) date neprekidne funkcije u intervalu (a,b), nazivamo Bernulijevom diferencijalnom jednačinom. Za n>O ova jednačina postaje linearna, a za n=1 jednačina kod koje se promjenljive razdvajaju. 

Za n(O, n(1 jednačina nije linearna, ali pogodnom smjenom promjenljivih možemo je svesti na linearnu. 

y’+P(x)y=Q(x)yn/: yn  => y’/yn+P(x)/yn-1=Q(x), a zatim uvedemo smjenu:

Z=Z(x)=1/ yn-1, Z’=y’(1-n)/yn. Dobićemo linearnu jednačinu po nepoznatoj funkciji Z(x):   Z’/(1-n) + P(x)Z = Q(x). Opće rješenje Bernulijeve jednačine:

(y1-n)(/(1-n) + P(x)y1-n = Q(x). 

2) KLEROOVA DIFERENCIJALNA JEDNAčINA:

-Jednačinu oblika y=xy’+f(y’) nazivamo Kleroovom diferencijalnom jednačinom. Ona nije riješena po izvodu y’. Da bismo je riješili po izvodu, treba je diferencirati po x uz pretpostavku da postoji izvod y(, kao i da funkcija f(y’) ima izvod po y’. Tada je: y’=xy(+y’+f’y((y’)y(, odakle je 

(x+f’(y’)(y(=O. Da bi ova jednačina bila zadovoljena potrebno je da je y(=O ili x+f’(y’)=O. Ako je y(=O, onda je y’=c (c=const.). Opće rješenje Kleroove jednačine je y=Cx+f(C). Geometrijski, ona predstavlja jednoparametarsku familiju pravih linija.

3) LAGRANžOVA DIFERENCIJALNA JEDNAčINA:

-Jednačina oblika y=xg(y’)+f(y’) se zove Lagranžova diferencijalna jednačina. Integralne krive tražićemo u parametarskom obliku uzevši da je y’=p. Dobićemo 2 jednačine: y=xg(p)+f(p), dy=pdx iz kojih treba odrediti 

x i y kao funkcije od p. Diferenciranjem se dobije:

y’=g(p)+xg’(p)+f’(p)p’ ili dy=g(p)dx+(xg’(p)+f’(p)(dp. Pošto je dy=pdx=>

=>(g(p)-p(dx+(xg’(p)+f’(p)(dp=O, pa razlikujemo dva slučaja:

1) g(p)-p(O  i  2)g(p)-p(O

U prvom slučaju imamo: dx/dp+xg’(x)/(g(p)-p)+f’(x)/(g(p)-p)=O koja se zatim riješi. Opće rješenje dato je u parametarskom obliku jednačinama x=x(p,C) i y=x(p,C) g(p)+f(p).

U drugom slučaju Lagranžovu jednačinu svodimo na Kleroovu jednačinu: y=xy’+f(y’).

